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Résumé 

Sampson [0] et Schoen et Yau ont démontré que tout difféo- 
morphisme entre surface de Riemann hyperboliques est homotope à un 
difféomorphisme harmonique. Comme l'avait conjecturé Schoen ||ï^ et 



comme l'avaient partiellement démontré Wan [24| et Tam et Wan |23], 
nous démontrons dans cet article que ce résultat se généralise aux sur- 
faces non compactes : tout homéomorphisme quasi symmétrique du 
cercle s'étend en un difféomorphisme harmonique quasi conforme du 
plan hyperbolique. Ce théorème permet de donner une paramétrisa- 
tion de l'espace universel de Teichmiiller par les différentielles quadra- 
tiques holomorphes bornées sur le plan hyperbolique. 



Abstract 

A classical resuit of Sampson |T7| ] and Schoen and Yau [|ï^] states 
that every diffeomorphism between compact hyperbolic Riemann sur- 
faces is homotopic to an harmonie diffeomorphism. As conjectured 



by Schoen ||î^ and partially proved by Wan [24] and Tam and Wan 
p3| |, we prove in this article that this theorem generalizes to the non 
compact case : every quasi symmetric homeomorphism of the circle ex- 
tends to a quasi isometric harmonie diffeomorphism of the hyperbolic 
plane. This enables to parametrize the universal Teichmiiller space by 
bounded holomorphic quadratric differentials of the hyperbolic plane 



La différentielle de Hopf d'une application entre deux surfaces de Riemann 
/ : M — > est la différentielle quadratique de type (2,0) : = Lp{z)dz'^ 
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décrivant la partie sans trace de f*gN 



Il df f 

f*gN = H — çm + (p 

La différentielle de Hopf est un outil essentiel pour l'étude des applications 
harmoniques entre surfaces de Riemann. En effet, lorsque / est une applica- 
tion harmonique, sa différentielle de Hopf est holomorphe. Réciproquement, 
si la différentielle de Hopf de / est holomorphe et si / est injective, / est une 
application harmonique. 

Le lien entre difféomorphismes harmoniques et différentielle de Hopf est 
entièrement résolu pour les surfaces de Riemann hyperboliques compactes. 
Sampson [|l7l et Schoen et Yau [|I9| ont en effet démontré le théorème d'ex- 



istence : 

Si f est un difféomorphisme entre deux surfaces de Riemann com- 
pactes hyperboliques, f est homotope à un unique difféomorphis- 
me harmonique. 

et Sampson a démontré le théorème d'unicité : 



Si M et N sont des surfaces de Riemann hyperboliques compactes, 
si fi : M ^ N et f2 '■ M ^ N sont deux difféomorphismes 
harmoniques qui ont même différentielle de Hopf, alors fi o f^^ 
est une isométrie. 



Sampson [|ïj en déduisait que l'espace de Teichmiiller des surfaces compactes 
s'injecte dans l'espace des différentielles quadratiques holomorphes. Si on 
fixe une structure hyperbohque de référence go sur une surface de Riemann 
compacte M, on peut associer à toute métrique hyperbolique g sur M la 
différentielle de Hopf de l'unique difféomorphisme harmonique 

f:iM,go)^iM,g) 



homotope à l'identité. Les travaux de Wolf ||25| ont permis de vérifier que 
l'application ainsi définie est bijective : à toute différentielle de Hopf est 
associée une unique métrique hyperbohque g telle que l'application identité 
id : (M, go) (M, g) est harmonique. Les travaux de Sampson et Wolf 
permettent de conclure : 

Soit M une surface de Riemann compacte. Si ip est une différen- 
tielle quadratique holomorphe sur M (p, il existe une unique mé- 
trique hyperbolique g^ telle que V application identité 

id:{M,go) ^ {M,g^) 
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est harmonique. L 'application qui à (f associe la classe de Teich- 
mùller de la métrique définit une bijection entre l'espace des 
différentielles quadratiques holomorphes et l'espace de Teichmùl- 
ler de M. 

Ces résultats ont été partiellement généralisés à l'espace universel de Te- 
ichmiiller par Wan et Tarn et Wan ||23[ . Wan a démontré l'existence 



d'une application de l'espace des différentielles quadratiques holomorphes 
bornées dans l'espace de Teichmiiller : 

A toute différentielle quadratique holomorphe (p bornée sur est 
associée un difféomorphisme du plan hyperbolique f de différen- 
tielle de Hopf (p. f est unique à isométrie près et est une quasi 
isométrie. 

et Tam et Wan [^] ont démontré une réciproque partielle : 

L'application QDb{M^) Teic/i(E[^) qui à une différentielle quadra- 
tique bornée cj) associe la classe de Teichmûller des difféomorphis- 
mes harmoniques quasi conforme de différentielle de Hopf (j) est 
d'image ouverte. 

Le problème de la surjectivité de l'application définie par Wan est équi- 
valent à la conjecture formulée par Schoen 



Conjecture 0.1 (Schoen) Tout homéomorphisme quasi symmétrique du 
cercle s'étend en un difféomorphisme harmonique quasi conforme du plan 
hyperbolique. 

Nous démontrons dans cet article la conjecture de Schoen. Le plan de 
l'article est le suivant : 
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Dans la première partie, nous rappelons quelques résultats élémentaires 
sur les surfaces de Riemann, l'espace de TeichmùUer et les propriétés de 
stabilité et de compacité des applications harmoniques. 

Dans la seconde partie, nous définissons la notion de métrique harmonique 
et nous donnons une exposition détaillée de la théorie de Wan et de la 
résolution de l'équation des métriques harmoniques : 
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Nous donnons en particulier des exemples de différentielles de Hopf (non 
bornées) sur qui vérifient la propriété de non-complétude : 

Propriété 0.2 Si (j) est la différentielle de Hopf d'une immersion harmonique 
f , f n'est pas surjective. 



Ces exemples ont déjà été remarqués par Shi, Tam et Wan pO|. L'analyse 
détaillée de ces exemples permet de mettre en évidence le rôle joué par la 
géométrie de la différentielle de Hopf et des feuilletages associés pour étudier 
la surjectivité de /. A l'exception d'un principe du maximum pour les fac- 
teurs de distortion quasi conforme des matriques harmoniques et de l'étude 
détaillée des exemples de Shi, Tam et Wan [^, les résultats exposés dans 
cette partie sont ceux de Wan [El] , exposés suivant un point de vue légèrement 



différent (déjà explicité dans ma thèse |jï6[). 

Nous démontrons dans la troisième partie le théorème principal de notre 
étude : 

Théorème 0.3 Tout homéomorphisme quasi symmétrique du cercle s'étend 
en un difféomorphisme harmonique quasi conforme du plan hyperbolique. 
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1 Applications harmoniques des surfaces de 
Riemann 



1.1 Surfaces de Riemann 

Nous rappelons dans ce paragraphe quelques propriétés élémentaires des 
surfaces de Riemann. 

Une structure complexe J sur une variété M de dimension 2 est une 
section de T*M ®TM vérifiant J o J = —id. Si J est une structure complexe 
sur M, (M, J) est une surface de Riemann. Si M et iV sont deux surfaces de 
Riemann, une application f : M ^ N est holomorphe si et seulement si / 
commute avec les structures complexes de M et A'" : o df — df o Jm- 

Une métrique g sur M est une métrique conforme si la conjugaison com- 
plexe J laisse g invariant : g o J = g. 

L'étude des surfaces de Riemann est basée sur le théorème d'uniformisa- 
tion de Riemann : 

Théorème 1.1 Soit (M, J) une surface de Riemann. Le revêtement uni- 
versel de {M, J) est biholomorphe : 

- soit à la sphère de Riemann S'^, 

- soit au plan C, 

- soit au demi plan U = {x + iy\y > 0}. 

M est elliptique lorsque son revêtement universel est biholomorphe à E>^, 
parabolique lorsqu 'il est biholomorphe àC et hyperbolique lorsqu 'il est biholo- 
morphe à U. 

Lorsque M est hyperbolique, la donnée d'une structure conforme est équi- 
valente à la donnée d'une orientation et d'une métrique hyperbolique. Le 
groupe des biholomorphismes de U s'identifie en effet à PSL2{M.), agissant par 
homographie. Il laisse invariant une unique famille de métriques conformes : 

rfx^ + dy^ 
9t = t ^ 

y 

de courbure Kt — —t"^. Si (M, J) est une surface de Riemann hyperbolique, 
M est donc canonniquement muni d'une métrique conforme à courbure — 1. 
C'est la métrique de Poincaré de (M, J). 

Si / : {M,gM) — ^ (^lâ'jv) est une application entre deux surfaces de 
Riemann munies de métriques conformes, on notera (Ai(/))^ et (A2(/))^ les 
valeurs propres de f*gN par rapport à gM- Ai et A2 sont les coefficients de 
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dilatation de / et sont rangés par ordre décroissant : Ai > A2 > 0. / est 
quasi isométrique si ses coefficients de dilatation sont bornés : 

> Al > A2 > 

/ est K quasi conforme si le rapport de quasi conformité ^ est borné : 

Le rapport de quasi conformité K{f) — svvçif^ ^{f) dépend pas du choix des 
métriques conformes sur M et N, mais seulement des structures complexes 
Jm et Jjv de M et N . Deux structures complexes Ji et J2 définies sur une 
même surface de Riemann Ad sont quasi conformes si l'application identité de 
(M, Ji) vers (M, J2) est quasi conforme. L'espace des structures conformes J 
quasi conformes à une structure de référence Jm est naturellement muni de 
la distance de Teichmiiller : 



d{J^,J2) = \og{K{id)) 

ovl K{id) est le rapport de quasi conformité de l'application identité entre 
(M, Ji) et (M, J2). De même, l'espace des métriques hyperboliques est na- 
turellement muni de la distance de Teichmiiller. 

L'espace universel de Teichmiiller est l'espace de Teichmiiller du plan 
hyperbolique H^, muni de la structure conforme de référence et de la 
métrique de Poincaré g-^^- On peut le définir comme : 

- l'espace des modules des structures complexes J sur , muni de la dis- 
tance de Teichmiiller, modulo l'action du groupe des homéomorphismes 
quasi conforme à distance bornée de l'identité, 

- l'espace des modules des métriques hyperboliques, muni de la distance 
de Teichmiiller, modulo l'action du groupe des homéomorphismes quasi 
conformes à distance bornée de l'identité, 

- l'espace des homéomorphismes quasi conforme de H^, muni de la dis- 
tance de Teichmiiller, modulo l'action du groupe des homéomorphismes 
quasi conformes à distance bornée de l'identité. 

Nous avons déjà explicité le lien entre structure complexe et métrique 
hyperbolique : à J est associée la métrique de Poincaré et réciproquement, 
étant déjà orienté, à toute métrique hyperbolique est associée une structure 
complexe. 
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D'après le théorème de Beltrami, si g est une métrique quasi conforme, 
{M?^g) est isométrique à {M?,g^2). On associe donc naturellement à g les 
isométries 

f ■.{M\g)^{m\g^.) 

qui sont des homéomorphismes quasi conformes de muni de la métrique de 
Poincaré g^2 dans lui même. Réciproquement, à un homéomorpliisme quasi 
conforme de / est associé la métrique quasi conforme /*(7h2- 

On dispose d'une quatrième caractérisation de l'espace universel de Teich- 
miiller : 

- l'espace universel de Teichmuller est l'espace des homéomorphismes 
quasi symmétriques du bord à l'infini de H^. 

La structure quasi conforme de induit en effet une structure quasi 
symmétrique sur le bord à l'infini, que nous allons expliciter rapidement. 
Dans le modèle du demi plan U = {x + iy\y > 0}, le bord à l'infini de 

s'identifie à M U {00} . Le groupe d'isométrie de H^, PSL2{M.), agit par 
homographie sur MU{oo}. Cette action est transitive sur les triplés de points. 
Si on se fixe quatre points (a, b, c, d) G ÔqoU, il existe une unique homographie 
g telle que g{a, 6, c) = (0, 1, oc) et on définit le birapport : [a, 6, c, d] := g{d). 
Lorsque (a, 6, c, d) G M'*, on a la formule : 

,. , d — a h — c 

a, 6, c, rf = X 

d — c b — a 

Un homéomorphisme de ÔqoU est quasi symmétrique s'il laisse presque in- 
variants les birapports, c'est à dire s'il existe K tel que, pour tout quadruplé 

(a, b, c,d), on a : 

1 ^ [/(a),/(&),/(c),/(rf)] 
K ~ [a, b, c, d] ~ 

Si / est un homéomorphisme quasi conforme de H^, / s'étend en df, un 
homéomorphisme quasi symmétrique du bord à l'infini de H^. De plus, si / est 
à distance bornée de /, son extension df coïncide avec df. A toute classe de 
Teichmuller d' homéomorphismes de est donc associé l'extension au bord à 
l'infini de l'un de ses représentants. Réciproquement, tout homéomorphisme 
quasi symmétrique de ôooŒI^ s'étend en un difféomorphisme quasi conforme 
de : l'extension de Earle et Eells ou l'extension de Douady Earle 
conviennent. 



1.2 Applications harmoniques 

Si M une variété de dimension 2, le choix d'une métrique riemanni- 
enne et d'une orientation sur M déterminent une structure complexe sur 
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M, telle que dans une carte holomorphe, la métrique g s'écrive g = M'^\dz\'^. 
Réciproquement, la donnée d'une structure complexe induit une structure 
conforme [g] et une orientation. La structure conforme associée à J est celle 
des métrique localement de la forme M'^\dz\'^ dans une carte holomorphe. 
Lorsque M est compacte, une apphcation harmonique / est un point cri- 
tique pour l'énergie : 

E{f) = [ \df\'dx 

Localement, les applications harmoniques sont caractérisée par l'annulation 
du champ de tension t(/) = tr(Vdf). 

Définition 1.2 Soient {M, g m) Gt{N,gi\f) deux variétés riemaniennes. Une 
application C'^ f : M —>■ N est harmonique si et seulement si le champ de 
tension de f s'annule : 

r(/) := tr{Vdf) = 

Lorsque M est de dimension 2, l'harmonicité d'une application f : M ^ 
N est une propriété conforme : elle ne dépend que du choix de la structure 
complexe J sur M. En effet, la 2-forme de tension : T{f)dx est indépendante 
de la métrique conforme choisie sur M. 

De plus, la différentielle de Hopf de / est holomorphe lorsque / est 
harmonique. Lorsque est une surface de Riemann, l'holomorphie de la 
différentielle de Hopf suffit presque à caractériser les applications harmoniques. 

Si : M — i> M est une fonction harmonique (non constante) et 7 : M — 
est une courbe paramétrée par l'arc (i.e : I7I = 1), la différentielle de Hopf 
de / = 7 o est holomorphe, mais / n'est harmonique que si 7 est une 
géodésique. Si on suppose que / est une immersion, on peut démontrer par 
contre : 

Théorème 1.3 Soient M et N deux variétés riemanniennes de dimension 
2 et f une immersion de M dans N. f est harmonique si et seulement si sa 
différentielle de Hopf est holomorphe. 

1.3 Propriétés de compacité et de stabilité des appli- 
cations harmoniques 

L'équation des applications harmoniques t(/) = est une équation ellip- 
tique. D'après la théorie de Schauder (cf Gilbarg et Trudinger p), les topolo- 
gies et C°° sont équivalente pour les applications harmoniques. Pour les 
applications harmoniques du plan hyperboliques, on a donc des estimées C°° : 

Théorème 1.4 Soit / .■ ^ une application harmonique C^. 
- f est 
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- / vérifie les estimées de Schauder : 

\V'f{x)\<Ck,rSnpB,,r\df\ 

Lorsque / est d'image bornée, on a également des estimées à priori : 

Théorème 1.5 Soit / ; — > une application harmonique C^. Soit 
X G H^, r et R deux réels positifs tels que l'image de la boule Bx^r est incluse 
dans Bf(^x),R- Toutes les dérivées de f en x sont contrôlées par r et R : 

\V'fix)\<Kir,R) 

Les propriétés de stabilités des applications harmoniques du plan hyper- 
boliques se déduisent de la formule de Bochner pour la distance : 

Théorème 1.6 Soient f et g : M"^ . La distance entre f et g vérifie 

l'inégalité de Bochner : 

Ad{f,g) > -|r(/)| - \r{g)\+t^nh{d{f,g)) 

La formule de Bochner pour la distance permet de définir des critères 
d'existence d'applications harmoniques. 

Définition 1.7 Soit f une application de dans H^. / est asympto- 
tiquement quasi harmonique s 'il existe un compact K du plan hyperbolique et 
un réel e > tel que, pour tout x G \ iT, / vérifie : 

X,{fr > {1 + e)\T{f)\ + e 

D'après la formule de Bochner pour la distance, on a le théorème (déjà 
remarqué par Li et Tam [14, Theorem 6.4]) : 

Théorème 1.8 Soit f une application asymptotiquement quasi harmonique 
du plan hyperbolique. Il existe une application harmonique à distance bornée 
def. 

Démonstration : Fixons o G et iî tel que pour tout x de \ Bo^r, on 
ait l'inégalité : 

A2(/)^>(l + e)|r(/)|+6 

Pour tout r G R, fixons Kr = f^^Bf(^o),r- D'après le théorème de Schoen et 
Yau [|^, il existe une unique application harmonique fr de Kr dans Bf(^o),r 
qui coïncide avec / sur le bord de Kr- 

Si ip est une application et croissante de M dans M, on peut définir : 
^(x) = d{fr{x),f{x)) + '0(p(x)^), oii p{x) = d{o,x). Le laplacien de (p se 
calcule par : 

A0 = Adifr,f) + 2i\dp\' + pAp)i;{p)+Ap'ï,ip) 
> Ad{fr,f) + 2iJ{p)+4p'^|;{p) 
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car on a fait l'hypothèse que ■0 est croissante et on sait que |dp| = 1 et que 
Ap > puisque M est à courbure négative. 
On sait que, en dehors de Bo^r : 

AdifrJ) > X2{f)'tanHd{frJ))-\r{f)\ 

> (l + e)|r(/)| (^tanhW,,/))-^^ +etanh(d(/„/)) 

On peut choisir ^(x) tel que : 

- sur le compact Bo^r : A0 > 0. Si |t(/)| < C sur K, il suffit en effet de 
choisir ■^(x) = (C + l)x pour x < R^, 

- en dehors de i?o,iî, lorsque d{fr, /) > 1 : 

> (1 + e)|T(/)| (^tanh(d(/„ /)) - 

Si on pose ë = etanh(l), il suffit en effet de choisir de sorte que 
ë + 4x'0(x) > et ipix) > lorsque x > E?. 

On a donc les contraintes suivantes : ip^R"^) = C+ l>Oet'0(a;) >— ^• 
Comme f^^ ^ = cxd, on peut choisir ip de telle sorte que 'tjj(x) soit constante 
pour X > M(e, C). Dans ce cas, pour tout a; > 0, on aura : 

< i^{x) < a = a{e,C) 

On sait que (j) atteint son maximum sur Kr- Comme A(f) > sur Bo,r, le 
maximum est atteint sur l'intérieur Kr \ Bo,r, ou sur le bord de Kr- Trois 
cas sont donc à considérer : 

- (f) atteint son maximum sur le bord de K^.. On sait que (f) < d{fr, f) + 
sup('0) et sup('0) = a, donc : 

(p < a 

- (j) atteint son maximum en un point x intérieur k Kr, et 

d{Ux)J{x))<l 
Comme (j) < d{fr, /) + a, on a : 

(f)<a + l 
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- atteint son maximum en un point x intérieur à Kr, et d{fr{x), f{x)) > 
1. On sait que x ^ Bo^r, donc que : 

A(/.>(l + e)|r(/)|ftanh(d(/„/)) 



1 

Comme (j) atteint son maximum en x, on sait que A0(2;) < 0, et on en 
déduit : 

d{Mx)J{x)) < tanh-' ^ ^ 
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Dans tous les cas : 



maxéix) < tanh ^ | | + a + 1 



Comme : /) = — -0 < 0, on en déduit que reste à distance bornée 
de/: 

t^(/r, /) < tanh'^ (r^) + " + ^ 

D'après le théorème [L.5| , on sait donc que est localement C°° équicontinue, 
bornée et on en conclut que converge, à extraction près, vers /oo har- 
monique, à distance bornée de /. f 



Remarque 1.8.1 Comme je l'ai explicité dans ma thèse ^ïdj} , la définition 
des applications asymptotiquement quasi harmonique et le théorème d'exis- 
tence d'applications harmoniques à distance bornées des applications asymp- 
totiquement quasi harmonique peut se généraliser au cas où M est simplement 
connexe, à courbure négative ou nulle et N vérifie une hypothèse de courbure 
strictement négative. 



2 Métriques harmoniques 

Dans cette section, nous étudions les métriques harmoniques hyperboliques 
des surfaces de Riemann. La notion de métrique harmonique permet d'étudier 
les submersions harmoniques en s'affranchissant de l'action du groupe des 
isométries au but, en substituant à l'étude de / : M — iV celle de la métrique 
induite f*g. Lorsque / est une submersion, la connaissance de la métrique 
f*g est équivalente à la connaissance de /, à l'action près des isométries de 

Définition 2.1 (Métrique harmonique) . 

Soit (M, go) une surface de Riemann. Une métrique g sur M est harmonique 
par rapport à gç, si l'application identité : {M, go) {M, g) est harmonique. 
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Si g est une métrique sur {M, go), sa différentielle de Hopf décrit la 
partie sans trace de g par rapport à gç, et l'énergie e la trace de g par rapport 

g = (f)+exgo + (l) 



Si on pose h — log( ^"'"^^^ ^^"^^ ), l'énergie peut se décomposer en e = e'* + 
e~ \(f)\ . La métrique g est positive si et seulement si : e — 4|(/)|2 >0. h est 
donc bien définie dès lors que g est une métrique définie positive et g peut 
alors s'écrire : 

g = cl>+ie^+\^\'e-^)go + ^ 

Dans toute la suite de cette section, nous supposerons les métriques g définies 
positives, ce qui revient à imposer : 

h > log 101 

Sous cette hypothèse, le théorème de caractérisation des immersions har- 
moniques par leur différentielle de Hopf devient : 

Théorème 2.2 Soit {M, go) une surface de Riemann. Une métrique g sur 
M est harmonique par rapport à go si et seulement sa différentielle de Hopf 
est holomorphe. 

A une métrique harmonique g sont naturellement associés : 

- La différentielle de Hopf <f). Cette différentielle définit une métrique 
plate g\fj)\ = {(flldz]"^, et une paire de feuilletages, avec des singularités 
aux points oii = 0. Le feuilletage horizontal est caractérisé par 
(j){Xh,Xh) e M+, le feuilletage vertical par : (f){X^,X^) e Si 
(f){x) 7^ 0, il existe une carte dans laquelle = dz"^. Le feuilletage 
horizontal est défini par les courbes y = C*"^, le feuilletage vertical par 
les courbes x = C*"^. Si on pose u = h — log |0|, la métrique harmonique 
s'écrit : 

q = 4 



cosh'^(^)dx'^ + sinh^(^)rV 

Le feuilletage horizontal correspond aux directions de dilatation maxi- 
male : (Ai)^ = e'^(l + e~")^, et le feuilletage vertical aux directions de 
dilatation minimale : (A2)^ = e^{l — e"")^. 

Le facteur de distortion quasi conforme u — h — log ](/)]. 

u — oo lorsque = 0, c'est-à-dire aux points oia la métrique harmonique 

gh,(p est conforme ; et u = aux points oii gh,,p est de rang un. 

Il existe deux fonctions h± telles que : g = gh^tp, qui se déduisent l'une de 

l'autre par : h+ = 2 log |0| — Les coefficients de distortion associés 

sont — — M_. 
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Si gh,(i) n'est pas dégénérée et (p ^ 0, u est défini dès que <p{z) ^ 0, 
donc sur un ouvert connexe dense et u ne s'annule jamais. Quitte à 
remplacer h par 2 log \ (^\ — h (donc u par — n), on supposer dans ce cas 
que : M > 0, 

- La métrique conforme gh = e^go- Les coefficients de dilatation de 
gh,(j, sont : = e'^{l ± e~")^ < 4e'' ; d'oii l'on déduit : gh,(j, < ^Qh-, et gn 
est (à une constante près) la plus petite métrique conforme majorant 

9h,(t,-, 

- Le coefficient de Beltrami de la métrique est /i = 

Ces différents objets géométriques sont au coeur des propriétés des mé- 
triques harmoniques hyperboliques : 

Unicité et principe du maximum : il existe une unique métrique 
harmonique hyperbolique g de différentielle de Hopf (f) telle que la 
métrique conforme associée est complète. De plus, si g est une autre 
métrique harmonique qui a la même différentielle de Hopf, on a l'iné- 
galité : g <g, 

- Existence : si (f) est une différentielle quadratique holomorphe sur 
{M, go), il existe une unique métrique harmonique hyperbolique g de 
différentielle de Hopf telle que la métrique conforme associée est 
complète, 

- Complétude : si est une différentielle quadratique holomorphe bor- 
née sur H^, la métrique harmonique hyperbolique associée est complète 
et quasi conforme, 

- Dégénérescence : si (f) = adz^ sur le demi plan de Poincaré U, la 
métrique harmonique hyperbolique associée est complète si et seule- 
ment si a G M~. Lorsque a ^ M~, les feuilles du feuilletage vertical ont 
une extrémité de longueur finie, et les feuilles du feuilletage horizontal 
convergent le long de cette extrémité vers une géodésique. 



Wan a démontré dans |2J] le principe du maximum et les théorèmes d'ex- 
istence et d'unicité pour les différentielles quadratiques holomorphes bornées 
sur H^. Il a étendu les théorèmes d'existence pour les différentielles quadra- 
tiques holomorphes non bornées sur et sur C dans Les articles de 
Han, Tam, Treibergs et Wan et de Shi, Tam et Wan donnent des 



exemples de métriques harmoniques sur C et montrent que la géométrie de 
ces métriques harmoniques est intimement liée aux feuilletages horizontaux 
et verticaux associés à la différentielle de Hopf. Notons que l'étude de la 
complétude des métriques harmoniques hyperboliques reste encore mysté- 
rieuse : il existe de nombreux exemples de métriques hyperboliques complètes 
dont la différentielle de Hopf n'est pas bornée : Li et Tam ||T^ ont donné des 
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exemples de difféomorphismes harmoniques du plan hj^erbolique qui ne sont 
pas quasi conformes. D'après la théorie de Wan, leur différentielle de Hopf 
n'est pas bornée. La question de la complétude des métriques harmoniques 
hyperboliques sur C n'est pas tranchée. Schoen a conjecturé qu'il n'existe 
pas de difféomorphisme harmonique de C dans H^, c'est à dire qu'il n'existe 
pas de métrique harmonique hyperbohque complète sur C. Cette conjecture 
a été vérifiée pour des cas particuliers : Han, Tam, Treibergs et Wan |^ 
ont démontré que la conjecture de Schoen est vérifiée lorsque la différentielle 
de Hopf est polynomiale. Ce résultat a été étendu pour d'autre classes de 
différentielles quadratiques holomorphes par Au, Wan et Tam mais la 
conjecture de Schoen reste encore ouverte dans le cas général. 

Avant de détailler la théorie de Wan, commençons par rappeler l'expres- 
sion de la courbure d'une métrique harmonique : 

Proposition 2.3 Soit {M, go) une surface de Riemann, cj) une différentielle 
quadratique holomorphe et h une fonction C°° telle que h > log|0|. La 
métrique gh^^ = </> + (e'* + |0pe~'^)g'o + o pour courbure : 

Démonstration : Supposons 7^ 0, et choisissons une carte conforme, 
dans laquelle (j) = dz^. Le laplacien associé à go{x) = a'^{x){dx'^ + dy"^) est : 

A = -(— + —) 

Si -u = /i — log \ est le facteur de distortion quasi conforme de la métrique 
gh,(t„ on sait que : 



9h,(f> 



cosh^{—)dx'^ + sinh2(^)(iy2 



Posons a = 4cosh2(|) et j3 = 4sinh2(|) (en remarquant que da = djS = 
2 smh{u)du). En calculant explicitement les symboles de Christoffel, on vérifie 
que la courbure de g est : 

= — 77-7; \ Oiyy + Pxx — -[— + — -\ : r 



2a/3 V 2 ' /5 a a {3 

1 /, 92 \da\''{a + (3)' 



2a(3 V «9x2 dy"^' 2a(3 



4 sinh(M) dx"^ dy 
Ah + A loger 
'2e^ - 2|(/)Pe-^ 
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Lorsque h — 0, (j) — 0, on retrouve par continuité : Kg^ — —|A loger et on en 
déduit la formule annoncée. f 



2.1 Principe du maximum pour les métriques harmo- 
niques 

Avant d'énoncer et de démontrer le principe du maximum pour les mé- 
triques harmoniques, rappelons le principe du maximum d'Omori et Yau : 

Théorème 2.4 Soit M une variété riemanienne complète, de courbure mi- 
norée et f une fonction définie sur M. Si f est majorée, il existe une suite 
maximisante Xn telle que : 

- la différentielle de f en Xn converge vers 

lim \df{xn\ = 

n— >oo 

- le laplacien de f est asymptotiquement négatif ou nul : 

lim Af{xn) < 

n— >oo 

Si Qh^^ = (p + {e^ + e^'^\(j)\^)go + (p est une métrique harmonique, gh,(j) est 
hyperbolique si et seulement si h est solution de l'équation elliptique : 

l-Ah = e'^ - l^l^e-'^ - 1 

et h > log|0|. En exploitant le principe du maximum d'Omori et Yau, on 
peut vérifier que les métriques harmoniques hyperboliques vérifient : 

Théorème 2.5 Soit (j) une différentielle quadratique holomorphe et gh^^ une 
métrique harmonique hyperbolique telle que la métrique conforme associée 
Çh — ^^9 Gst complète. Si g est une autre métrique harmonique hyperbolique 
de même différentielle de Hopf 4», g < gh,4>- 

Démonstration ; Si a pour différentielle de Hopf (f), il existe une fonction 
£ : M ^ M telle que g s'écrive sous la forme g — g^^^ : 

gi,4> = (l)+{e'+\(f>\^e-')go + 4> 

£ et h sont solutions de l'équation elliptique : 

^A/i = e'^ - l^l'e"'^ - 1 
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Notons A/i — e '^A le laplacien par rapport à la métrique conforme gu- Si on 
pose \ — l — h, on. sait que : 

^A,A ^ (e^-i)(i + e-2^e-2^) 

Par hypothèse, la métrique conforme Çh est complète. De plus, la courbure de 
Qh est minorée : K — —(1 — e~^") > — 1. On peut donc appliquer le principe 
du maximum d'Omori et Yau sur {M,gh). 

La fonction a(x) = e~3-'*(^) est minorée par 0. D'après le principe du 
maximum d'Omori et Yau, il existe une suite minimisante pour a telle que : 

lim da{xn) — 

n— >oo 

et 

lim Afia{xn) > 

n— >oo 

Si on suppose que info; = 0, sachant que da{xn) tend vers 0, on en déduit 
que 

— > — oo 

ce qui contredit l'hypothèse lim„^oo A/ia:(a;„) > 0. Par la contraposée, on 
conclut que : inf a > 0, donc que A est majorée. 

On peut ainsi appliquer le principe du maximum à A et en déduire qu'il 
existe une suite maximisante pour A telle que : 

lim AhX{xn) < 

n— >oo 

Comme 

^A,w = (e'-l){l + e-'^e-'') 

on en déduit que : e^^P'^ — 1 < 0, c'est-à-dire : i < h. 
Si on pose fx{y) — -\- e~''^\(j}{x)\^ , on sait que : 

ghA^) - 9lA^-) = [fxiHx)) - l^{i{x))]go 

De plus : ^ = e^(l — e"""*^^)) oii v{y) = y — log|0(a;)|. Si y > log|0(x)|, 
^ > 0. Comme h{x) > i{x) > log pour tout x G M, on en déduit que 

pour tout X G M, est croissante sur [i{x), h{x)]. On en conclut que pour 
tout x e M, gi,^{x) < gh,<j>{x). t 
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2.2 Métriques harmoniques de différentielle de Hopf 
bornée 



Avant d'énoncer et de démontrer le théorème d'existence de Wan |E3 



nous rappelons le principe de prolongement d'Aronszajn P], qui nous sera 
utile pour démontrer les propriétés de quasi isométrie de la métrique har- 
monique définie par Wan : 

Théorème 2.6 Soit O un ouvert connexe de et u : O ^ M"*", tel que : 
ti(0) = < Aîx < /tM. Alors ; î/ = 0. 

Démonstration : Si /(r) := u, on a : f = sinh(r)(/9(r) , oii : (p{r) = 
J\x\=i u{rx) et ip{0) = 2ttu{0) par continuité. La formule de Green nous 
donne : sinh(r)(/9 = Au. On sait que : < Au < ku. Donc : > 
et : sinh(r)0 < k u. On en déduit : ip < sup[Q En particulier : 
V?(0) = par continuité. Si u{0) = 0, on a alors : < ip < r^/^supp ^,] tp. D'oii 
l'on conclut : u = 0. f 

Le théorème d'existence de Wan s'énonce donc : 

Théorème 2.7 Soit (p une différentielle quadratique holomorphe bornée sur 
H^. // existe une unique métrique harmonique hyperbolique complète g^, de 
différentielle de Hopf (j). 

- est maximale : toute métrique harmonique hyperbolique de même 
différentielle de Hopf est majorée par g^, 

- g^ est quasi isométrique à la métrique de Poincaré, 

- grp = (p + {e^ + \<f)\'^e~'^)go + (f) où h est l'unique solution bornée de : 

^A/i = e'^ - |0pe-^ - 1 



Remarque 2.7.1 Si VL est un domaine de C contenant le disque D = : 
l^l < 1} et si (f) est une différentielle quadratique holomorphe bornée sur Q, 
on peut associer à tout ouvert A relativement compact dans Q, une métrique 
harmonique hyperbolique g^ de différentielle de Hopf (p, qui est complète 
sur A et quasi conforme. D 'après le principe du maximum, cette famille de 
métriques est décroissante : si A C A, g^\A ^ 9^- 

Lorsque (p = 0, on retrouve la propriété de monotonie pour la métrique 
de Poincaré des domaines du plan complexe. 

Cet exemple suggère d'interpréter le principe du maximum pour les métri- 
ques harmoniques hyperboliques comme une extension du lemme de Schwarz. 
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Démonstration : En appliquant la méthode de Perron, on démontre que 
l'équation : 

^A/i = - l^l^e-^ - 1 

admet une solution bornée. Posons F{h) = e^ — \(j)\'^e~^ — l et Q{h) = — |A/i+ 

F{h). Si h+ = log ^+Vi+4^"Pl^P /j- = 0, on vérifie que Q{h+) > > Q{h~). 
F étant croissante, on peut appliquer la méthode de Perron (cf Wan pour 
les détails), et en déduire qu'il existe une solution h G [h~ , h~^]. 

On sait que h est minoré et log |0| est majoré : le facteur de distor- 
tion quasi conforme u = h — log \ <f)\ est donc minoré. Quitte à faire agir le 
groupe des isométries de H^, on peut supposer que u atteint son minimum 
et que : u{0) = mi{u). En effet, si x„ est une suite minimisante pour u, 
posons {un, hn, 4>n) = {u, h, (j)) o Lç^ oii (Çn Gst uue isométric de qui envoie 
sur le point Xn- La suite (/),„, (/>n)ngN est C°° équicontinue, donc converge (à 
extraction près) vers {hoo,4>oc) tels que : Uoo(O) = inf(Moo) = inf(M). u vérifie 
l'équation : 

-Au = e^(l - e-2") 

Comme u{0) = mi{u), on a : Au{0) > 0, c'est-à-dire : e^^^\l - e-^^W) > 
et donc m(0) > 0. 

Si on suppose que u(0) = 0, on appliquer le principe de prolongement 
d'Aronszajn sur un voisinage de 0. On sait en effet qu'il existe un voisinage 
de et > tel que : 

< -Au = e^n - e"2«) < 

D'après le principe de prolongement d'Aronszajn, on en déduit que u s'annule 
sur un voisinage de zéro, puis, par connexité, que u s'annuUe sur M. En 
particulier, on en conclut que h = log 101, et donc : 

-Ah = -1 
2 

h étant minorée, on peut appliquer le principe du maximum d'Omori et 
Yau et conclure qu'il existe x„ tel que : lim„^oo ^^h{xn) > 0, ce qui contredit 
l'hypothèse ^Ah = —1. 

Par la contraposée, on en déduit que inf w > et que la métrique Çh,^ est 
quasi conforme. On sait de plus que les coefficients de dilatation de gh,(i, sont 
donnés par les formules : (Ai)^ = e'^(l-|-e~")^, et (A2)^ = e'^(l — e~'")^. h étant 
borné, on en déduit que gh,(j) est une quasi isométrie. De plus, la métrique 
conforme associée Çh = e^ço, est complète. D'après le principe du maximum. 
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toute métrique harmonique hyperbolique g de même différentielle de Hopf 
est majorée par gh ,j,. \ 

La preuve du théorème d'existence nous donne des estimées à priori sur 
la fonction h : 

o<ft<,o.i±V™i^ 



2 

En utilisant la majoration ainsi démontrée, Wan EM en déduit une car- 



actérisation des difféomorphismes harmoniques quasi conformes du plan hy- 
perbolique : 

Corollaire 2.7.2 Soit f un difféomorphisme harmonique du plan hyperbo- 
lique, f est quasi conforme si et seulement si f est une quasi isométrie. 

Démonstration : Soit la différentielle de Hopf de /. Puisque / est un 
difféomorphisme, la métrique f*g est une métrique harmonique hyperbolique 
complète. La métrique conforme associée gh vérifie f*g < Ag^. En particulier, 
g h est complète. 

Si (p est bornée, d'après le théorème d'existence de Wan, f*g est l'unique 
métrique harmonique hyperbolique maximale associée à (p. De plus, f*g est 
une quasi isométrie et la fonction h associée vérifie : 

h < ,+ :=,ogi±^î±ïf^ 

- ^ 2 

< log(l + sup 101) 
Le facteur de distortion u = h — log |0| est donc majoré par : 

U < log(l + SUp 101) - log 101 

inf(n) < log(l + sup 101) — logsup 101 
1 

< — 



sup 101 

Si n'est pas bornée, on peut choisir une suites exhaustive de compact 
de : par exemple Qn = B^^n La différentielle quadratique holomorphe 
est bornée pour la métrique de Poincaré de fin '■ on peut lui associer une 
métrique harmonique maximale gn- 

La métrique f*g restreinte à fin est une métrique harmonique hyperbo- 
lique qui a même différentielle de Hopf que gn- D'après le principe du maxi- 
mum : f*g\n„ < gn- On en déduit que les coefficients de distortions vérifient : 

u < Un- 

En particulier : 

inf(M) < inf(-u„) 
^ 1 
sup|0|q„ 
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Lorsque ri — > oo, on en conclut : mi{u) = 0, c'est à dire : / n'est pas 
quasi conforme. f 

2.3 Principe du maximum pour le facteur de distortion 

Nous avons vu que les métriques harmoniques vérifient un principe du 
maximum, qui peut s'interpréter comme une extension du lemme de Schwarz. 
On peut également démontrer que les facteurs de distortion des métriques 
harmoniques maximales vérifient un principe du maximum : 

Théorème 2.8 Soient (pi et 4>2 deux différentielles quadratiques bornées du 
plan hyperbolique, gi et g2 les métriques harmoniques associées. Si > 
102(3;) I pour tout X G M^, les coefficients de distortion ui et U2 des métrique 
gi et g2 vérifient l'inégalité inverse : 

Ui < U2 

Si on fixe une différentielle quadratique holomorphe 0, on en déduit en 
particulier que les coefficients de distortion des métriques harmoniques hy- 
perbolique associées à t0 sont des fonctions décroissantes de t. On a ainsi 
une bonne image géométrique de la dégénérescence des métriques gt^ : le 
feuilletage horizontal est dilaté, et le feuilletage vertical est contracté lorsque 
\t\ augmente. 

Dans le cas 011 M est une surface de Riemann compacte, Wolf et 



Minsky |jÎ5| ont étudié différents cas de dégénérescence des métriques har- 



moniques. Wolf explicitait en particulier les liens entre la compactifica- 
tion de Thurston de l'espace de Teichmiiller des surfaces compactes et les 
feuilletages horizontaux et verticaux associés aux différentielles de Hopf des 
métriques harmoniques. 

Démonstration : Posons Q{h) = — |A/i + e^ — |</)2pe~'* — 1 et X = Ui + \(j)2\- 
On vérifie que : 



h2f-\ — 2^tl^ 



^1-1 



> 



On sait donc que : < A et Q{0) < < A En applicant la méthode de 
Perron, on en déduit qu'il existe h2 tel que : < /12 < A et Q{h2) = 0. h2 
étant minorée, la métrique conforme e^^go est complète. 

D'après le principe du maximum pour les métriques harmoniques hyper- 
boliques, on en déduit : h2 = /i2, puis /i2 < A = + 1021, c'est-à-dire : 

U2 < Ui. t 
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2.4 Métriques harmoniques hyperboliques sur et 
sur C 

Le théorème d'existence de Wan s'étend naturellement aux cas des diffé- 
rentielles de Hopf non bornées sur et aux cas des différentielles de Hopf 
sur C. Dans sa plus grande généralité, le théorème est le suivant : 

Théorème 2.9 Soit (M, g) une surface de Riemann parabolique ou hyper- 
bolique et 4> une différentielle quadratique holomorphe. Il existe une unique 
métrique harmonique hyperbolique 



+ {e^ + 101 







telle que la métrique conforme Çh = e^g est complète. 

g^ est maximale : toute métrique harmonique hyperbolique de même dif- 
férentielle de Hopf est majorée par g^. 

Nous renvoyons aux articles de Wan et Au dans le cas parabolique et 



Wan et Tam |^ dans le cas hyperbolique pour plus de détails. 

Le principe du maximum pour le facteur de distortion reste également 
valable dans ce cadre plus général. 

La complétude de g^ est un problème encore ouvert : 

- Lorsque M = et n'est pas bornée, les deux cas : complétude et 
non complétude de la métrique g^ peuvent se produire. Nous explicitons 
dans la section suivante un exemple frappant (également étudié par Shi, 
Wan et Tam |2^). Dans le modèle du demi-plan, si = adz^ : 

si a G la métrique harmonique hyperbolique associée g^ est 
complète, 

si a G C\M^, la métrique harmonique hyperbolique associée g^ 
n'est pas complète. 

Dans cet exemple, l'étude des feuilletages horizontaux et verticaux per- 
met de décrire géométriquement les cas oii g^ n'est pas complète, 

- Lorsque M = C, Schoen a conjecturé que g^ n'est jamais une métrique 
complète. Les travaux de Wan et al. p2| ont permis de vérifier 



qu'il n'existe pas de contre-exemple simple à la conjecture de Schoen, 
en étudiant les cas oii est un polynôme, une exponentielle etc.. g 
l'étude des propriétés des feuilletages horizontaux et verticaux associés 
à 0. Il n'existe pas à ma connaissance de preuve ni de contre exemple 
à la conjecture de Schoen. 
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2.5 Métriques harmoniques invariantes sous l'action 
d'un sousgroupe à un paramètre d'isométrie 

Si on cherche à classifier les différentielles quadratiques holomorphes in- 
variantes par un sous groupe à un paramètre d'isométries puis les métriques 
harmoniques associées, trois possibilités sont à envisager : 

- G est hyperbolique, donc conjuguée à un sous groupe de la forme : 
z éz dans le modèle du demi-plan. Les différentielles invariantes 
par G sont bornées : ç!) = (a + iP)^, 

- G est parabohque, donc conjuguée à sous groupe de la forme : z — >■ z + t 
dans le modèle du demi-plan. Les différentielles associées ne sont pas 
bornées '■ (p = {a + i(3)dz^. Elles donnent des exemples intéressants 
d'immersions harmoniques / : — (cf Li et Tam |jT^ Shi, Tam et 
Wan 



- G admet un point fixe, donc est conjugué à un sous groupe de la forme : 
z é'^z dans le modèle du disque. Les différentielles quadratiques 
holomorphes invariantes sous G ont une singularité au point fixe : = 
[a + 1(3)^. 

Nous calculons dans les sections suivantes les métriques harmoniques in- 
variantes sous l'action d'un sous groupe hyperbolique et parabolique. Les 
applications harmoniques associées ont été calculée par Shi, Tam et Wan 
pn| par des méthodes différentes de celle que nous exploitons ici. 



2.5.1 Cas des sous groupes hyperboliques 

Choisissons comme modèle du plan hyperbolique l'espace W des nombres 
de partie imaginaire comprises entre et tt muni de la métrique 

g = . ]. A dx^ + dy"^) 
sm [y) 

Les différentielles quadratiques holomorphe invariantes sous l'action du 
sous groupe d'isométrie hyperbolique z ^ z + t sont de la forme : = 
(a -|- if3)dz'^ G QDfy{W) et le difféomorphisme harmonique associé vérifie : 
f{z + t) = f{z) + Xt. Il est donc de la forme : f{x + iy) = \x + ip{y) + iipiy). 

La différentielle de Hopf (f) = {a + i[3)dz'^ décrit la partie sans trace de 
f*g. Par identification, on en déduit : 

\d^ = -2(3sm^{'4))dy 



di/j = \/ -y sm'^{ip) — 4:asm'^{ilj)dy 



A2 
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/ étant un difféomorphisme, on sait que dy{'il^) — tt, c'est à dire : 

r 1 

/ — dlp — TT 

y A2 - Ç sin^ {iP) - 4a sin^ {ip) 

a et P étant fixés, on peut calculer la constante X{a, (3) par la condition ainsi 
définie, puis les fonction (p et ip. 

On décrit ainsi tous les diffcomorphismes harmoniques quasi conformes, 
dont l'extension au bord du tube est une application quasi symmctrique, 
invariante sous l'action du sous groupe hyperbolique z ^ z + 1 : f{x) = Xx 
et f{x + in) = {Xx + in) + K. 



2.5.2 Cas des sous groupes peiraboliques 

Le modèle naturel pour étudier les différentielles quadratiques holomor- 
phes invariantes sous l'action d'un sous groupe parabolique et les métriques 
harmoniques hyperboliques associées est celui du demi plan de Poincaré : 

- si G est un sous groupe parabolique du groupe des isométries de H^, 
il existe une isométrie de dans U telle que l'action de G sur est 

donnée par z ^ z + t, 

- dans cette carte, les différentielles quadratiques holomorphes invarian- 
tes sous l'action de G sont de la forme (j) = adz"^ 

On peut calculer explicitement la métrique harmonique hyperbolique as- 
sociée à : 

Théorème 2.10 Dans le modèle du demi plan U = {z\Im{z) > 0}, si (j) — 
adz"^ , la métrique harmonique maximale associée à (j) est : 

1 + cosh2(2 v^c^y) ^ 2^ ^ , ^ i 
ismh yy) 

- Si a & g^j) est complète, 

- Si a ^ R~, n'est pas complète. Les images des feuilles du feuil- 
letage horizontal ont une extrémité de longueur finie, les points limites 
associés décrivant une géodésique. 

Si = \dz^.i on peut calculer l'immersion harmonique associée à : 



f^{x + iy) = 



1 -|- isvah{y) 



cosh(î/) 

f(j, n'est pas surjective : l'image de est le quart de plan {x-\-iy\x > 0,y > 0}. 
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Démonstration : 

(p est une différentielle quadratique non bornée, stable par le sous groupe 
d'isométries paraboliques : z ^ z + t. La métrique g^p associée est donc 
également stable et l'immersion harmonique associée à est invariante par 
un sous groupe à un paramètre : /^(z + t)= j{t)f^{z). 

Supposons que ce sous groupe est un sous groupe parabolique. Il est 
conjugué k z —>■ z + Xt, et est de la forme : x + iy — > Xx + g{y). Après 
action de l'homothétie z X~^z), on peut réécrire 

f4>{x + iy)^x + p(y) + iç(y) 

La différentielle de Hopf est : 



2 



On en déduit que : 



Soit 



(a + ib)dz 



dp — 2ç^bdy 

dç = -x/l - 4aç2 - Ab^çdy 



dy -- 



Comme J (iy(ç) = c», on conclut que : a = 0, 6 = —(?' < 0, puis on 
calcule : p(y) = 0, ç(y) = ^ sinli(2/3î/). La métrique s'écrit alors : 

l+C0Sll"(2/?y) ^^ 2^ , 

2smn \y) 

et 5</. = rg où 

/(x + iy) = X + 

est un diffcomorphisme harmonique du plan hyperbolique. 

Si (/) = adz^ et a ^ R^, on peut calculer explicitement la métrique g^. En 
effet, g^ s'écrit g^ = (j) + (e'* + \4>\'^e^^'')gQ + 4), où h est l'unique solution de 
|A/i — e'^ — l^pe"'* — 1 telle que e^go est complète. On remarque que h ne 
dépend que de D'après les calculs pour le cas = —P^dz^, on en déduit 
la formule 

1 + cosh'^{2Jja\y) 



2 sinh^(y) 



24 



Supposons que = —f3^e^'^^dz'^. En posant u + iv = e ^^{x + iy), la 
métrique harmonique hyperbolique associée à est donc : 

4P^du^ + cosh\2^y)dv'^) 
^'^ ~ smh\2f3y) 

Le feuilletage vertical est donné par les courbes v = C*^. L'extrémité 
7(t) = x{t) + iy{t) qui tend vers l'infini ( i.e : y — > oo) a pour longueur : 



2l3dt 



,uo sinh(2/3t|sin[|]|) 
^ +00 

La métrique n'est donc pas complète. 

On sait de plus que le facteur de distortion u (et toutes ses dérivées) tend 
vers zéro lorsque y ^ 00. Dans une carte 011 = dz'^, on peut vérifier que le 
feuilletage horizontal a pour courbure géodésique : 



En particulier : 



du 



4cosh(|) dy' 
1 \du\ 



Si (Tt,'y{t)) est la feuille horizontale pointée passant par ^{t) on en déduit 
que la courbure de converge (uniformément sur tout compact) vers 0, donc 
que Fj converge vers une géodésique Fœ- t 

Remarque 2.10.1 On voit sur cet exemple que la complétude de la métrique 
est liée au comportement du feuilletage vertical de cj). On peut trouver 
de nombreux exemples de différentielles telles que la métrique harmonique 
associée g^ n'est pas complète, par exemple lorsque = e^'dz^ sur U = ou, 
comme l'ont montré Han Tam Treibergs et Wan j^, lorsque (p{z) = P{z)dz^ 
si P est un polynôme de degré d>l sur U = . Dans ces deux cas, on peut 
trouver une feuille verticale qui diverge dans la métrique de Poincaré, mais 
qui est de longueur bornée pour la métrique harmonique g^. 



Remarque 2.10.2 Li et Tam / (I^/ ont construit des familles de difféomor- 



phismes harmoniques qui ne sont pas quasi conformes. Si on note fixe un 
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point a sur ôooEI^, on lui associe une famille fa,t àe difféomorphismes har- 
moniques. Dans le modèle du demi plan, lorsque a = oo, on a la formule : 

Li et Tam ont démontré que si f est un difféomorphisme harmonique quasi 
conforme, «i, . . . , a„ n points sur dooM? , et ki, . . . , Hn n nombres réels, l'ap- 
plication fa„,Knt°- ■ ■°fai,Kit°f est aymptotiquement quasi-harmonique lorsque 
t est proche de 0. Elle est donc à distance bornée d'une application har- 
monique ft, qui est une immersion lorsque t est suffisamment petit. 

A un point a de doo'M? est également associée une famille de différentielle 
de Hopf (pt^cxn) telle que, dans le modèle du demi plan, lorsque a = oo, on a 
la formule : 

0^(00) = -t'^dz'^ 

Notons que cette définition est ambiguë, puisqu'il existe une famille à un 
paramètre d'isométries de telle que g*(f)t{'^) = ^e^^tloo). 

On peut conjecturer que la différentielle de Hopf des difféomorphismes 
harmoniques définis par Li et Tam sont de la forme : 

n 
k=l 

OÙ 00 est une différentielle quadratique holomorphe bornée. 



3 Extension des homéomorphismes quasisym- 
métriques du cercle 

3.1 Extension des difféomorphismes du cercle 

Nous rappelons dans ce paragraphe le théorème de Li et Tam [H 

Théorème 3.1 (Li et Tam) Soit df : S"*^ ^ un C"^ difféomorphisme du 
cercle, df s'étend sur D = en f, difféomorphisme harmonique du plan 
hyperbolique, f et toutes ses dérivées sont bornées : 

sup \df\ < V9(sup \ddf\) 

Remarque 3.1.1 On sait qu'il n'existe pas de métrique riemanienne sur 
invariante sous l'action du groupe d'isométries de IBP. Si note G le groupe 
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d'isométries de H^, Li et Tara ont donc démontré un résultat beaucoup plus 
fort : 



snp\df\<(p[ inf sup |d(7i o ô/ o 72)(a:)| 

Démonstration : Fixons (xi, X2) € S^. Il existe une partition de l'unité du 
disque fermé (xi, X2) telle que Xi = 1 sur un voisinage de xi. 

Plaçons nous dans le modèle du demi-plan : on identifie donc l'espace de 
départ (D, xi, X2) avec le demi plan (U, 0, 00) et l'espace d'arrivée (D, df{xi), 
df{x2)) avec le demi plan (U, 0,oo). Dans cette carte, il existe une fonction 
/il : M — i> M à support compact qui coïncide avec df sur le support de xi- 

En utilisant les formules de Poisson, on sait que hi s'étend en une fonction 
harmonique : U ^ M et \dhi\ s'étend en une fonction harmonique ■01- 
Notons fi{x,y) = {ipi{x,y) - yipi{x);y'ilJi{x)). 

Li et Tam ont démontré que /i a les propriétés suivantes : 

- |t(/i)| tend vers à l'infini, 

- /i est d'énergie bornée et A2(/i) reste loin de au voisinage du support 
de ôxi, 

- si X appartient au support de dxi, fi{z) converge vers hi{x) lorsque z 
tend vers x. 

On peut répéter la même construction sur le support de X2 et définir h{x) 
comme étant le barycentre des points fi{x) affectés des poids Xi{^)- 

Li et Tam démontrent que l'application ainsi définie est asympto- 
tiquement quasi harmonique et qu'elle s'étend en df sur le bord à l'infini 
de H^. D'après le théorème |1.8| , h est à distance bornée d'une application 
harmonique /. 



Dans le théorème |1.8|, / est limite d'une suite d'applications harmoniques 
fn telle que fn coïncide avec h sur le bord d'une suite exhaustive de compact 
fin = h~^{Bx^n)- Lorsque n est suffisamment grand, /n|9n„ = ^n|ao„ est un 
homéomorphisme à valeur dans le bord d'un convexe. D'après le théorème 
de Schoen et Yau |Ï9[, /„ est un difféomorphisme. 



Lorsque n ^ 00, on en déduit que le coefficient de distortion quasi con- 
forme de / vérifie : u > 0. D'après le principe de prolongement d'Aronszajn, 
on a deux possibilités : soit u s'annule en un point xq, et dans ce cas m = 
partout, soit u ne s'annule jamais. 

Dans le premier cas, on en déduit que / est de rang 1 et qu'il existe une 
apphcation harmonique a et une géodésique 7 telles que / = 7 o a. / est à 
distance bornée de h : f s'étend donc sur ôooEI^ et son extension sur le bord à 
l'infini est l 'homéomorphisme df. Si / est de la forme 70 a, son extension sur 
le bord à l'infini à une image réduite aux deux extrémités de la géodésique 
7- 
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Par la contraposée, on en déduit que m > et que / est une difféomor- 
phisme. 

Par construction, h est d'énergie bornée. D'après le principe de Bloch, on 
en déduit que / est également d'énergie bornée. La métrique f*g est donc 
une métrique de la forme : f*g = Çh^^ oii (j) est une différentielle quadra- 
tique holomorphe bornée. f*g étant complète, la métrique conforme associée 
l'est également : f*g est donc l'unique métrique harmonique hyperbolique 
maximale associée k (f). (f) étant bornée, / est une quasi isométrie. f 



3.2 Lemme de régularité 

Dans le modèle du disque de Poincaré, le bord à l'infini de s'identifie 
au cercle de centre et de rayon 1. Une fois fixés trois points (xi; X2; X3) 
sur ôooHI^, on peut identifier (doo^'^', Xi; X2; X3) au cercle (S^; 1; e*^; e~*"5^). 
(ôooEI^; 3:2; Xs) est ainsi naturellement muni d'une structure riemanienne. 
Sous ces hypothèses, on peut donc énoncer : 

Lemme 3.2 Soit df : — > un difféomorphisme K quasi symmétrique 
qui fixe les points (1; e*"^; e~*T"). // existe une fonction A ; R"^ telle 
que la différentielle de f vérifie : 

Démonstration : Compte tenu des symétries du problème, il suffit de 
démontrer : |(i/(e^^)| < X{K) pour G [0,2^]. L'application 

g(z) = -e' 3 



z ^ e 'lî' 



est une isométrie du disque de Poincaré vers le demi-plan qui envoie les points 
(1; e'"3"; e~*"3") sur (0; 1; 00) et qui est de dérivée bornée sur tout compact de 

/' = 9° f °9~^ est un difféomorphisme de M qui fixe (0, 1). L'inégalité 
à démontrer pour / est équivalente à l'inégalité pour /' : \df'{x)\ < \'{K) 
pour tout X E [0, 1]. 

/ étant K quasi symmétrique, on sait que pour tout quadruplé (a, b, c, d) 
dans on a : 

f{h) - fia) f{c) - f{d) c-a b-d 

h- a c-d fie) - fia) f'{b) - f'{d) " 

Si on choisit a G [0,1], b — a + t, {c,d) — (— 1;2), on en déduit, lorsque 
^ ^ : 

df'. ^ 3 fia) - f (-1) f{2) - fia) 

-di^''>-^fi2)-fi-l) ^TI 2^a 
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En utilisant la quasi symmétrie de /, on peut également démontrer que 1 + 
< /'(2) < 2K et2K+l< /'(-l) < -j.. Sachant que < f'{a) < 1, on 
en déduit qu'il existe bien une fonction A' telle que \df'{x)\ < X'{K). f 

Corollaire 3.2.1 Soit df un difféomorphisme quasi symmétrique du bord 
de et f l'extension harmonique de df sur H^. Il existe une fonction (p : 
R"*" — >• R+ telle que : si d^of est K quasi symmétrique, f est une (p{K) quasi 
isométrie. 

Démonstration : Fixons {xi^X2.,x^) trois points sur d^'E? . On sait qu'il 
existe des isométries (^i , (^2 : — ^ D telles que g2{xi, X2, x^) = (1; e*"f ; e~*"^) 
et df = gi o df o g2 est un difféomorphisme de §^ qui fixe le triplé 
(1; e*^; e~*^). Si df est K quasi symmétrique, d'après le lemme de régula- 
rité, on déduit que la différentielle de df est bornée. D'après les estimées 

de Li et Tam, on sait donc que l'extension harmonique / de df a ses 
dérivées bornées. On a donc une inégalité : 

sup \df\ < çosup \ddf\ 

D'après le théorème de Wan, / étant un difféomorphisme d'énergie bornée, 
c'est une quasi isométrie. Si on note Kf le coefficient de quasi isométrie de 
/, on a une inégalité : 

i^/<Çi(sup|rf/|) 

d'où l'on déduit l'inégalité annoncée en posant ip = çi o çq | 

3.3 Extension des homéomorphismes quasi symmétri- 
ques 

En exploitant le théorème d'extension des difféomorphismes du cercle 
et le lemme de régularité, nous pouvons démontrer la conjecture de Schoen : 

Théorème 3.3 Tout homéomorphisme quasi symmétrique du cercle s'étend 
en un difféomorphisme harmonique du plan hyperbolique. 

Démonstration : Soit df un homéomorphisme quasi symmétrique du bord 
à l'infini de H^. D'après le théorème de Douady-Earle [§, df s'étend en un 
C°° difféomorphisme foH sur qui est une quasi isométrie. 

Fixons O G et considérons Br, la boule de centre O, de rayon r, et 
Cj. = f^lj{Br). Bj. et Cr admettent chacun une métrique de Poincaré gB^ et 
gc^. L'extension de Douady-Earle fon est K quasi conforme : elle s'étend 
donc en un homéomorphisme (p{K) quasi symmétrique de dooiCr, gcr) vers 
doo{Br, gsr)- Notons que (p{K) ne dépend pas de r. Par construction de Br 
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et Cr-, cet homéomorphisme doofr est C°°. D'après le théorème d'extension 
de Li et Tarn, il s'ctcnd en un diffcomorphisme harmonique /,,. 
On définit ainsi une suite de fonctions qui vérifient les propriétés suiv- 
antes : 

- fr- : {Cr,gcr) {Br,gBr) cst uue iIj{K) quasi isométrie, 

- fr est à distance bornée de foH dans {Br,gBr) '■ 

d{frjDH)<KK) 

où l'on note que ip{K) et \{K) ne dépendent pas de r. La première propriété 
se déduit du lemme de régularité et la seconde est une propriété classique de 
: 

Si fi et /2 sont deux homéomorphisme K' quasi conforme de 
ff, /i et /2 sont à distance bornée l'un de l'autre, et la distance 
entre fi et f2 est bornée par fJ'iK') . 

On sait de plus que les métriques çb^ et sont décroissantes et conver- 
gent vers les métriques de Poincaré sur et //)j/(H^). On en déduit que la 
suite fr est C°° équicontinue sur tout compact de et converge, à extraction 
près, pour la topologie sur tout compact, vers /, telle que : 

- / : — s> est une (f){K) quasi isométrie, 

- / est à distance bornée de foH dans : 

d{fr,fDH)<X{K) 

- f est harmonique. 

t 

Corollaire 3.3.1 L'application de Wan qui associe à une différentielle quadra- 
tique holomorphe (j) bornée sur la classe de Teichmûller de la métrique 

où h est l'unique solution bornée de : 

définit une bijection de l'espace des différentielles quadratiques holomorphes 
bornées dans l'espace universel de Teichmûller. 
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Si on prend comme modèle de l'espace universel de Teichmuller l'espace 
des homéomorphismes quasi conformes de H^, l'application de Wan associe à 
une différentielle quadratique holomorphe bornée (j) la classe de Teichmuller 
des difféomorphismes harmoniques de différentielle de Hopf 0. 

Dans le modèle oii l'espace universel de Teichmuller est l'espace des 
homéomorphismes quasi symmétriques du bord à l'infini de H^, l'inverse de 
l'application de Wan associe à un homéomorphisme quasi symmétrique df 
la différentielle de Hopf de l'extension harmonique quasi conforme de df sur 
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